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Szacowanie sztywności podatnego złącza w dwuwarstwowej belce 

zespolonej oparte na analizie drgań własnych 
 
Abstract:   The paper shows possibilities in testing composite two-layer beams with flexible 
connectors offered by an analysis of their natural frequencies. It enables an estimation of 
shear compliance for the interlayer connection if Young’s moduli of layers are known thanks 
to finding the global minimum of error function for model and measured natural frequencies 
of beam. The considerations are illustrated by the results of own laboratory-tests. 
 

Konstrukcje zespolone (np. stalowo-betonowe) z podatnym złączem są 
rozwiązaniem coraz chętniej stosowanym w budownictwie, gdyż w efekcie 
zespolenia uzyskujemy przy pożądanej nośności i sztywności elementu także 
ekonomiczne wykorzystanie materiału. Należy tu podkreślić, że tego typu 
konstrukcje pracują prawidłowo, jeśli sztywność połączenia charakteryzuje się 
odpowiednio wysoką sztywnością.  Jej wartość określa się w testach typu  
push-out [2] lub na podstawie pomiaru przemieszczeń belki pod obciążeniem 
[3]. Niniejszy artykuł prezentuje inną metodę badania tego parametru, 
opierającą się na analizie częstotliwości drgań własnych. Rozważania 
zilustrowano wynikami własnego eksperymentu laboratoryjnego. 

 
1. Matematyczny opis problemu 

Zakładając najprostszy  model liniowo sprężysty dwuwarstwowej belki 
z podatnym złączem [3] można uzyskać układ trzech równań różniczkowych 
względem w, u(1) i u(2) (pionowe przemieszczenie osi belki i poziome 
przemieszczenia osi poszczególnych warstw): 
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gdzie: k – sztywność złącza (w Nm-2); E(i), I(i), µ(i) – moduł Younga, moment 
bezwładności i masa na jednostkę długości warstwy (i) (i=1,2); e=½(h(1)+h(2)) 
gdzie h(i) jest wysokością warstwy (i); ( )II, ( )IV – druga i czwarta pochodna 
funkcji po x; (¨) – druga pochodna funkcji po czasie. W sytuacji, gdy 
częstotliwości drgań rzeczywistej konstrukcji są znane, możliwe jest 
wyznaczenie parametru sztywności złącza k, znajdując minimum funkcji błędu: 
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gdzie: ωi(zmierzone)– zmierzona  i-ta częstotliwość drgań własnych konstrukcji, 
ωi(model)– i-ta częstotliwość drgań własnych z modelu obliczeniowego, n – liczba 
pierwszych częstotliwości drgań własnych wziętych do analizy. 



 
2. Wyniki eksperymentu 

 Aby zilustrować możliwości wyznaczania sztywności złącza na podstawie 
drgań własnych, przeprowadzony został eksperyment na belce wspornikowej jak 
na rys. 1 (E(dyn)=3,99GPa, ρ=1174kg/m3, temp 20±2oC). 

 
Rys. 1 Schemat statyczny modelowego wspornika z pleksiglasu 

Wykorzystując przyspieszeniomierze (PCB 333B52), programy DASYLAB 
10.0 i Matlab, wyznaczone zostały dwie częstotliwości drgań własnych 
testowanego elementu: 

                                =1f 10,43Hz, =2f  68,69Hz.     (3) 
Równania (1)-(2) posłużyły do napisania własnego programu w języku Matlab 
poszukującego minimum funkcji błędu (22). Dla przytoczonych danych 
otrzymano jej wykres jak na rys. 3, gdzie widać, że poszukiwana wartość 
sztywności modelowego złącza kształtuje się na poziomie k=2·108GPa 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rys. 2 Wykres funkcji błędu (22) w funkcji sztywności złącza 
 

3. Wnioski 
 Zaprezentowana nieniszcząca metoda może być z łatwością wykorzystania 
do diagnostyki złącz w belkach zespolonych w celu oceny jakości ich 
wykonania lub postępu degradacji w wyniku eksploatacji. 
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