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Wprowadzenie do rachunku tensorowego

Tensorami nazywamy ogolnie takie obiekty jak skaglawektory i wielkgci wyzszych

rzedow. Tak wic tensorem r&u zerowego (npA, czyli wielkas¢ o walencji 0) g skalary,

pierwszego (npji , czyli wielkas¢ o walencji 1) wektory, Zareprezentagj tensora rgdu

drugiego (npd;j ) jest macierz 2x2. Tensoryeddw (czyli walencji) wygszych (np. 3-go, 4-
go) nie maemy jw zapisé na ,,ptaszczinie”.

Operacje na tensorachydza sic pewnymi zasadami (algebra tensorow):

1. C; = A, +B; - dodawanie tensorow
a; by, =Cy, - lloczyn tensorowy dwoch tensorow jest tensoremwatencji rownej

sumie walencji sktadnikow
3. lIstnieje tzw. tensor jednostkowy — zwany ddédroneckera

100
9,={0 1 0 ,czylié'ij={
0 01

4. Zamiarg wskanikow dokonujemy poprzez przemiemie danego tensora przez tensor
jednostkowy

1 dlaj =]
0 dlaj# ]

q; Oy = a
5. Niezmienniki tensora: tu byt bhd! (i)

I =A
A= Z%(AiAjj _AiAji)
I =defA, )

Rownania tensorowe
Jednym z ,,zastosowa tensorow jest umgliwienie zapisu relacji funkcyjnej radzy pan
wektorow, czyli np. dla wektorow i by bedzie
a =Byb;,
natomiast dla pary tensorowdzie
A; =By Cy
Konwencja sumacyjna Einsteina

W zapisie rOwna tensorowych powszechnie wykorzystujee $zw. notacg sumacyja
Einsteina, pozwalaga zapisé skomplikowane wyrzenia w zwgztej postaci. Konwencja ta
mowi, ze sumowania dokonujemy po powtaezgich se wskanikach, np.

3
q; X; = zaijxj =a X ta,X; +a3Xs
=1

Te powtarzajce se wskaniki nazywa s¢ wskanikami niemymi. Maja one & wiasciwos¢,
ze mana je wymient na dowolne inne, np.:

aij i = ay X,
UWAGA! Przy przeksztatlceniach nale zwrocié uwag: na to,zeby dany wskanik nie
powtorzyt se wigcej niz 2 razy po jednej stronie rownari@otyczy iloczynow!).
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Przyktady zadan z rownaniami tensorowymi

Ponizej podam kilka przyktadéw, bez wyjsienia podstaw fizycznych — po te odsytam do
wyktadow.

Przykfad 1.
Pole przemieszcaewn nieograniczonym ciele sptystym ma posta
U =X B;x; (1)
Nalezy wyznaczy tensor odksztatéew postaci:
26 =U;; +u;, 2
oraz napgzen
o; =2Gg; + A& 9, 3)
a nasgpnie sprawdzi rownanie rownowagi wewitrznej
g, +PF =0 4)

Z rbwnania tego naly, przyjmupc znanepofF, , wyznaczy sktadowe wektoray.

Rozwgzanie
Aby to zadanie rozwiza nalezy w pierwszej kolejnéci obliczye pochodne (cgstkowe)
z wektora przemieszciaeu;. Pochoda (czastkowa) w zapisie tensorowym oznaczeg Si
przecinkiem i wskazuje po jakiej wspaidnej st ja liczy — to po przecinku, np.
o 0°%
ox, 7 ox,0x,
Nalezy jeszcze pamta¢ o pochodnej mieszanej (z iloczynu funkcji). Mamieevw naszym
przypadku (po zamianie indekgnak w iloczynie! — powod podano vigj):

X

=X o ItP...

U, = [Xi kak],j = [Xi],j By X, +Xi[Bka],j =% BiX + X By X ; =B X +%B =
=9, B % +xB,
(5)
Wektor B; jest wektorem statych, &t pochodna jego jest rowna zero. Wykorzystano kieta
zaleznosci (mazna to fatwo rozpisg
X, =9,
oraz
B.J; =B,.
Pochodn u;; otrzymujemy podobnie, zamiemaajwskaniki i orazj, std otrzymamy
uj; =9;Bx +xB (6)
wiedzgc, ze 9; = 9;.
Podstawiajc (5) i (6) do (2) otrzymamy:
2e; =20,;B,x, +xB; +x,B . (7)

Nastpnie podstawiamy to do réwnania fizycznego (3)

G(26,Bx, +XB, +Xx,B )+443,B X =...=
=G(x B, +x,B )+3,B.x (26 +44)

o

(8)
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Wystepujace w (3) wyraenie &, otrzymano z przeksztatcenia (7):
28, = 20,B X +x.B, +x.B, =20B[B X +2x,B, =6B,x, +2x,B, =8B, X,
czyli
Ew = 4B, X, .
Chac otrzyma ostatni element, czy wyliczysite masow z rOwnania rownowagi, musimy
obliczy¢ pochod z réwnania (8), czyli

o, =|G(xB, +xj|3|)J‘j +[6ij|3kxk(26+4/1)lj =

Lo 2L
=G| % B, #{x, B |+(2G+44) 6,Bx  |=
B B.

= 4GB, +(2G +41)B =B (6G +4/)
Wykorzystano tu faktze pochodna 3; jest rbwna zero. Mag tak policzon pochoda
otrzymamy réwnanie rownowagi

PF. =B (6G +41), 9)
z ktérego, przy znanynpF, , wyznaczymy sktadowe wektor, :
- P
=- F
B G a
- P
B,=- F 10
 B6G+4A ° (10)
- P
=- F
%G rar
Roéwnania (7), (8), (9) i (10) stanawiozwiazanie zadania.
Przykfad 2.
Pole przemieszcaen nieograniczonym ciele sprystym ma posia

u = (x _BI)Xj B, (11)
Wyznaczy wielkosci z przyktadu 1 (tylko zamiagy; wyznaczy sktadoweB;).

Rozwgzanie
Mozemy na pocatku przeksztal@ (zamieniggc indeksy ,,nieme” (czyli nie wyspujace po
lewej stronie rownanig)nak) (11)
u = (x _BI)Xij =%X;B; =xBB; = xx B ~xBB,
Mamy wigc:

s (A
U :[Xixk],j By =% ;BB =| X X%t XX ; B« ~B;B; =5inkBk+Xi5ijk_B'B' =
\—V_J \ﬁr—J

B B,

i i

=0, %B +B, (Xi - Bi)
oraz
u, =0,xB +B(x -B).
Tak wigc tensor odksztatcenia ma pdsta

2g; =20;x B, —2B B, +B;X + B, (12)
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Tensorg,, :
w —4BX, — BB,

Stad tensor napzen (rownanie fizyczne):
0, =G(29;xB, +xB, +x,B -2BB,) + A(x.B, - B,B,) (13)
Pochodna z wyreenia (13) ma postguwaga na;;=3)

0;, =G(20,%B,], +lx i, +lx ], -1288,] ) +2(xB], -[BB],)4 = 6G+4nB,

\—V—J

2B, 33 0 B,
A4B
(14)
skad otrzymamy wyrazenie na sktadowe wektora sity masowej
=—-(6G+41)B, (15)
Ostatecznie skltadowe wektoBa wyliczymy przeksztatcag (15), czyli otrzymamy
B =-[6G+4A]™ oF (16)

czyli po rozpisaniu:

B, =~(6G +44)™ oF,
, =—(6G+4A)" oF, (17)

B
B, = —(6G +44)™ oF,
co kaiczy zadanie.
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