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MODEL MATEMATYCZNY ZESPOLONEJ BELKI DREWNIANO-
BETONOWEJ W UJECIU LINIOWEJ LEPKOSPREZYSTOSCI

1. Wprowadzenie

Zespalanie zginanych elementéw drewnianych z ptytg betonowg jest stosowane
w praktyce od niemalze 100 lat. Pierwsza wzmianke dotyczaca wykorzystania te
technologii wraz z opisem oraz interpretacjg zasad jej pracy datuje si¢ na 1922 r..
kiedy to Muller (Niemcy) opatentowat swoj sposob na zwiekszenie nosnosci
belkowego stropu drewnianego za pomocg potgczenia go z plyta betonowa [1].
Natomiast w Polsce pomyst ten byl rozwijany od lat 80-tych przez zespo6t prof.
Godyckiego-Cwirko [2, 3], ktéry rozwiazal tym samym problemy zwiazane
z modernizacjg lub zmianami sposobu uzytkowania istniejacych stropéw drewnianych
w licznych obiektach publicznych i mieszkalnych.

Obecnie konstrukcje zespolone, a w szczegélnosci stalowo-betonowe, spotkac
mozna przy realizacji wielu nowych inwestycji budowlanych. Przyczyna tego faktu
jest oczywiscie = rachunek  ekonomiczny, dyktujacy ~ minimalizowanie
wykorzystywanego materiatu przy jednoczesnym zachowaniu norm bezpieczenstwa.
Idea zespalania drewna z betonem, z praktycznego punktu widzenia, nie rézni si¢ od
tej w przypadku konstrukcji stalowo-betonowych. Drewno, bgdace materiatem
rombowo-anizotropowym (szczegdlny przypadek ortotropii), charakteryzuje sig
réznymi wlasciwosciami mechanicznymi w trzech kierunkach [4], wynikajacymi
z ukladu wiokien celulozy, nadajacej jemu charakterystyczne wiasciwosci. Z tego
powodu naprezenia rozciagajace sa efektywnie przenoszone wzdtuz widkien tego
biopolimeru. Z kolei beton jest materialem, ktéry charakteryzuje sie¢ wzglednie duza
wytrzymatoscig na $ciskanie [5]. Wynika stad naturalnie uktad warstw konstrukcji

zespolonej, gdzie beton powinien by¢ $ciskany a drewno rozciggane wzdtuz widkien.

* Opiekun naukowy: dr hab. inz. Zbigniew PERKOWSKI, prof. Politechniki Opolskiej
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Kolejng istotng kwestiag w przypadku opisanych powyzej ustrojow konstrukcyjnych
jest potaczenie obu materiatow. Najczesciej spotykane sa odpowiedniki trzpieni znane
z belek stalowo-betonowych, takie jak gwozdzie czy wkrety wspomagane
np. poprzez wreby [6]. Nalezy tu zwrdci¢ uwage, ze w przypadku wyczerpania
nosnosci elementu konstrukcyjnego sytuacja ta powinna by¢ wyraznie sygnalizowana.
Stad w praktycznym zastosowaniu rzadko spotyka si¢ potaczenia klejowe, dla ktérych
charakterystyczna jest gwattowna utrata wlasciwosci spajajacych przy przekroczeniu
ich nos$nosci. Kolejng kwestia, ktora jest istotna w przedstawianym zagadnieniu, to
fakt, ze kazdy z materialow sktadowych belek/stropow drewniano-betonowych,
wykazuje wigksze lub mniejsze wiasciwosci reologiczne. Wplywa to tym samym
radykalnie na warto$¢ ugieé koncowych. Stad w niniejszym artykule przedstawiony
zostanie analityczny model matematyczny dwuwarstwowego preta

z uwzglednieniem procesow petzania drewna, betonu, jak i samego ztacza.

1.1. Naprezenia normalne w przekroju elementu

W zakresie liniowym fizycznie stan napr¢zen normalnych wystepujacych
w konstrukcji obrazuje rys. 1. Wyraznie wida¢, ze w fazie montazu ,,pracuje” jedynie
element drewniany, ktérego naprezenia mozna zniwelowaé, stosujac tymczasowe
podparcie stropu. Z powodu podatnosci zlacza faza eksploatacji stanowi sytuacje
posrednig pomiedzy przypadkiem dwdch stanéw — catkowitego braku zespolenia oraz
petnego zszycia obu warstw. W ten sposob uzyskuje sie przekr6j, w ktéorym o$
obojetna znajduje si¢ w okolicach styku. Zwieksza si¢ tym samym korzystnie ramie
dziatania wypadkowych naprgzen normalnych.

b
la @ 7 (A(Z) 5 1(2) 5 E(:))
1 " plyta betonowa
') C S
<] __.J'ﬁ_‘._ L .':C)'.__'.__‘.__'. o obojgtna przckroju zespeloncgo -
T —— - 1
‘ — styk
s 1. Ce |
-~
L 1 ~.
b, S S A §E(|)) faza montazu  faza eksploatacji
—— belka drewniana

Rys. 1. Przekr6j poprzeczny belki drewniano-betonowej i typowy stan naprezen normalnych
Fig. 1. Cross-section of composite wood-concrete beam and typical state of normal stresses
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2. Model standardowy liniowej lepko-sprezystosci

Przy sformutowaniu modelu matematycznego belki wykorzystany zostanie
standardowy model liniowej lepkosprezystosci, stanowigcy szeregowe polaczenie
modelu ciala Hooke’a (sprezyna o sztywnosci k1) oraz Kelvina (réwnolegty uktad
sprezyny o sztywnosci k; i thumika o thumieniu 72) (rys.2). Model ten pozwala na
uwzglednienie procesu petzania i relaksacji materialu oraz charakteryzuje si¢ peing

odwracalnos$cig odksztatcen opdznionych.

Rys. 2. Model standardowy liniowej lepko-spre¢zystosci
Fig. 2. Standard model of linear viscoelasticity

Przykladowo w procesie pelzania, w elemencie znajdujacym si¢ w jednoosiowym
stanie naprezen $ciskajacych/rozciggajacych, pomiedzy jego skroceniem/wydluzeniem

a obcigzeniem mozna wprowadzi¢ relacjg (poczatek obcigzenia w chwili #=0):

u=P ki+i[1—e_’zt] H(r), (1)

1 2

gdzie:

P — sita dziatajaca na element,

H - funkcja Heaviside’a,

t—czas.

Nastepnie, przeksztalcajac réwnanie (1), otrzymaé mozna zaleznosci pomigdzy
naprezeniem i odksztalceniem oraz wynikajace stad postacie funkcji pelzania
i relaksacji:

e=0 E + %(1 —e )}H(t) : 2)

o= % [l+ge709]u(), 3)
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gdzie:

€ — odksztalcenie,

G — naprezenie,

E — dorazny modut spre¢zystosci,
¢ — wspolczynnik petzania,

v — parametr charakteryzujgcy intensywnos¢ procesu petzania.

3. Model matematyczny zespolonej belki dwuwarstwowej

W celu wprowadzenia matematycznego opisu sit wewnetrznych i przemieszczen
zespolonej belki dwuwarstwowej w pierwszej kolejnosci myslowo wycinamy z niej
rézniczkowy element o dtugosci dx (rys. 3).
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Rys. 3. Schemat dwuwarstwowej belki zespolonej
Fig. 3. Scheme of two-layer composite beam

Wycinek ten rozdzielamy dodatkowo na elementy sktadowe, wynikajagce z uktadu
warstw, zaznaczajac rowniez sity wewnetrzne, ktére na nie dzialaja. Symbol T na
rys. 4 oznacza obcigzenie roztozone, Scinajace styk warstw. Oznaczone na rys. 4 sity
wewnetrze i obcigzenia pozwalajg na wypisanie podstawowych réwnan réwnowagi

rézniczkowego wycinka belki:

ON, ON
—0 -0, —2+7=0, 4)
ox ox
oT, oT,
o __ ®_, _ 5
™ o, =97 )
oM / oM , h
_ﬂ_T(I)jLTfL)zo,#_TerT(_Z):O’ (6)
ox 2 Ox . 2

Dodatkowo, zdefiniowania wymagaja rowniez przemieszczenia kazdej z warstw

w kierunku poziomym ,,u” i,,u(2)” oraz pionowym ,,w” (rys. 5).
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Rys. 4. Rézniczkowy wycinek belki wraz warstwowymi sitami wewnetrznymi
Fig. 4. Differential element of the beam with layer internal forces
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Rys. 5. Przemieszczenia warstw belki
Fig. 5. Displacements of beam layers

Stad, na podstawie rys. 5, mozna nastgpujaco opisac strong geometryczng zadania przy
zalozeniu, ze WEW(1y=W(2):

62w au(i)
0= o 10 M
hy +h
Sy = Uy Tl +%(%+h:]’ ®)

Od strony fizycznej zagadnienie opisywane jest przez relacje napre¢zenia
normalne-odksztalcenia liniowe widkien belki w poszczegolnych warstwach oraz

zalezno$é micdzy obcigzeniem $cinajacym styk i jego poslizgiem. W przypadku
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wykorzystania modelu ciata liniowo-lepkosprezystego implikuje to wprowadzenie do
rownan fizycznych w miejsce zwyktych iloczyndw wystepujacych w modelu
sprezystym iloczynéw splotowych funkcji:
o =Ly *deg) ©)
T=—k, *dS,, (10)
przy czym, na podstawie réwnania (3), wprowadza si¢ nastepujace postacie funkceji Eg)

i ky, jako zalezne od czasu:

’\

Eg= [1 + e OO ]H (), 11y
1+ ¢(1)
k .
ky = 1+f; H [+ gye7n 00 | (), (12)

gdzie:
E(,.)— dorazny modut sprezystosci materiatu i-tej warstwy,

—dorazna sztywnos¢ zlacza na $cinanie.

Wynikajg  stad  dalej zwigzki  pomiedzy  sitami = wewnetrznymi

a naprezeniami:

Bu,
N, = L“)o-(,)dA Eg Ay +d— ax (13)

2

ou,
_ Q)
M, = Lm o’mz(,)dA Enli* d—=. (14)

Ostatecznie podstawiajac do rownan (4)-(6) zaleznosci (7) i (8) oraz (13) i (14),
otrzymuje si¢ uklad trzech czgstkowych roéwnan rdézniczkowych wzgledem

oszukiwanych przemieszczen ,,uq1)’ 1 ,,u2)” oraz ,,w’’:
(1) (2)

hy(h,+h, ho (h, +h, 2
(E(1)1(1>+E(2>I(°))*daw [(‘)(M+h:]+ﬁ(_ﬂ%+thH thv ¥

at | 2 2 2
h(l) i %, d&’m _hythy P -y
L2 ax 2 7 & (15)
Po*he +h, ky Sy ~ky v +hy ra2e =0
2 I)A(l) 2 B B -

o+l n e *d k, *da‘ E 52”(2) k *dau(z)
Tt furi e g ek g R

Tego typu uklad réwnan mozna rozwigzaé, wykorzystujac np. calkowanie
numeryczne splotu i metodg réznic skonczonych, w ktorej funkcj¢ ciagla zamienia sig
na zbior wartosci funkcji w weztach, i zastgpienie wystgpujacych w réwnaniach
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pochodnych wzorami réznicowymi, z uwzglednieniem warunkéw poczgtkowo-
brzegowych.

4. Podsumowanie

Cieszace sie coraz wieksza popularnoscig konstrukcje drewniane mojg swoje
ograniczenia, ktore wynikajg przede wszystkim z wytrzymatosci i sztywnosci drewna.
Jedna z mozliwo$ci zwigkszenia zakresu stosowania tego materiatu w budownictwie,
moze sie okaza¢ jego zespalanie z innymi materiatami — np. z betonem.

Przedstawione w artykule podejscie opisu matematycznego zagadnien
reologicznych w ukladach zespolonych, moze pozwoli¢ na dokladne przewidywanie
dtugotrwatego zachowania si¢ konstrukcji z uzyciem modelu obliczeniowego, nie
wymagajgcego stosowania kosztownych czasowo procedur numerycznych. Ponadto,
przy dynamicznym rozwoju podstaw teoretycznych i technik obliczeniowych
sformulowan zadan odwrotnych w mechanice, istnieje mozliwos¢ wiarygodnego
oszacowania wprowadzonych w prezentowanym modelu parametréw materialowych
wprost z pomiar6w przemieszczen belki w warunkach rzeczywistych. M.in. skuteczng
mozliwoé¢ takich obliczen w przypadku badan statycznych i dynamicznych

dwuwarstwowej belki zespolonej autor przedstawit w pracach [7, 8].
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MODEL MATEMATYCZNY ZESPOLONEJ BELKI DREWNIANO-
BETONOWEJ W UJECIU LINIOWEJ LEPKOSPREZYSTOSCI

Streszczenie

Artykut przedstawia sformulowanie modelu matematycznego, opisujacego
przemieszczenia dwuwarstwowej, drewniano-betonowej belki zespolonej z podatnym
zlaczem przy uwzglednieniu wlasciwosci reologicznych materiatow sktadowych, jak
i samego zlacza. Wihasciwosci reologiczne opisywane sa z Wwykorzystaniem
standardowego modelu liniowej lepkosprezystosci, a podstawe opisu matematycznego
stanowia réwnania rownowagi sit rézniczkowego wycinka belki.

MATHEMATICAL MODEL OF COMPOSITE WOOD-CONCRETE
BEAM IN LINEAR VISCOELASTICITY

Summary

The paper presents a formulation of mathematical model describing displacements
of two-layer, wood-concrete, composite beam with a flexible joint and taking into
account rheological properties of its component materials and interlayer joint. The
rheological properties are described using the model of standard linear viscoelasticity.
The equilibrium equations of forces for a differential element of the beam are the basis
of mathematical description presented in the paper.
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