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WYZNACZANIE PARAMETROW OKRESLAJACYCH SZTYWNOSC
BELEK DREWNIANO-BETONOWYCH W ZAKRESIE SPREZYSTYM

1. Wprowadzenie

W 2018 r., w artykule autora [1], zostal przedstawiony model matematyczny
zespolonej belki drewniano-betonowej w ujeciu liniowej lepko-sprezystosci. We
wspomnianej publikacji przeprowadzono teoretyczne rozwazania dotyczace
mozliwosci opisu proceséw reologicznych w dwuwarstwowych uktadach belkowych.
Celem prowadzonej obecnie przez autora pracy naukowej jest sformulowanie
wspoétczynnikowego zadania odwrotnego, dzigki ktéremu wyznaczone zostang
niezbedne parametry wystepujagce w modelu matematycznym uwzgledniajacym
reologi¢ zagadnienia (np. por. [2]). Aby przystapi¢ do analiz w zakresie lepko-
sprezystym, nalezy w pierwszej kolejnosci wyznaczyé wystepujace tam rowniez
parametry sprezyste, opisujace odksztalcalno$¢ natychmiastowa. Stad tez
w prezentowanym artykule opisany zostanie ten etap badan, tj. model matematyczny
i procedura pozwalajagca na wyznaczenie podstawowych parametréow sprezystych

warstw oraz zlgcza dwuwarstwowych belek drewniano-betonowych.

2. Model matematyczny

Analizujac wycinek belki dwuwarstwowej jak na rys. 1, gdzie uwzgledniony zostat
zardwno poslizg, jak i przemieszczenie w kierunku pionowym warstw wzgledem siebie,

mozna rozpisaé rdwnania rownowagi elementu w nastepujacej formie:

ON@y 9Ny _ W@y _ W@y _
P =T, ax - > Bx - Z> ax - qZ q5 (1)
My By OM R
2@ @) 2@ — @
ax I4,‘1) T 2’ ox V(Z) T PR (2)

* Promotor: dr hab. inz. Zbigniew PERKOWSKI, prof. Politechniki Opolskiej
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gdzie:

N, V), M) — przekrojowe sity wewnetrzne, odpowiednio sita osiowa, tngca i moment
zginajacy w i-tej warstwie (i=1,2),

g — obcigzenie belki,

T — obcigzenie $cinajace zlacze,

gz — obcigzenie pionowe w zlgczu (rys. 1).

Z kolei réwnania fizyczne zagadnienia opisane bedg relacjami:

0@ = Eweqs €)
T= _KHSH, (4)
q; = —Kvsv, (5)

gdzie:

E@) — modut Younga i-tej warstwy,

0(), €@ — naprezenie normalne w przekroju i odksztalcenie liniowe wzdtuz osi i-tej
warstwy,

Ku, Kv — sztywnos¢ styku na dziatanie obcigzen $cinajacych i rozrywajacych (rys. 2),

Su, Sv — poslizg migdzywarstwowy i przemieszczenie wzgledem siebie osi warstw
w kierunku pionowym (rys. 2).

Od strony geometrycznej zagadnienia (w przypadku uwzglednienia skofczonych
sztywnosci styku Ky i Kv przemieszczenia ukladu opisujg 4 funkcje: ugy i up) —
przemieszczenia poziome osi warstw oraz w() i W) — ugiecia osi warstw (rys. 2).
Wynika stad, ze przemieszczenia wzgledne Su i Sv mogg zostaé opisane odpowiednio

przez zaleznosci:

_ 6W(1) h(1)t+hz aW(z) h(2)+hz
S == (e = uy — R - Z@ ) ©)
SV = W(Z) - W(l) (7’

Pozostale, typowe zalozenia co do strony geometrycznej zagadnienia beda

prowadzi¢ do réwnan:

®)
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Rys. 1. Wycinek rézniczkowy belki Rys. 2. Przemieszczenia wystgpujgce w wyniku poslizgu

dwuwarstwowej z  sitami i rozrywania warstw belki zespolonej
wewnetrznymi Fig. 2. Displacement occurring as a result of the layers’
Fig. 1. Differential element of a double slip and uplift in the composite beam

layer beam with internal forces

Wykorzystujac zalezno$ci (1-8) mozna ostatecznie sformutowac uklad czterech
réwnan rézniczkowych wzgledem funkcji uyy, U(z), W(1) 1 W(z), t-:

*w(y) 3w hp)+hz h(Z) 9%w(z) hz)+hz hey)
r E(l)l(l) Ix* — BH x2 2 + KVW(l) — KH Py ._2__2_
au(l) h(l) due) ha) _
Kywa) + Ky 2 KH ax 2 0
9’wa) hythz h(z) Wy _ o 92We) hythzhay
) H 2 — 3 - Kywy + E(z)’(z) el e et e )
L +K 3“(1) he) g T@khe _ _ "
e H 2 H ax 2
dwq) hayth, Ow(z) h(z)+hz
5 dx 2 t Ky dx + E(I)A(l) ax z s KHu(l) + Kyup) =0
"’W(n hythz dw(z) Ry 2)+hz B
S 2 K 5 THKauwt EyAe> —axz — Kyup =0

gdzie I, A — odpowiednio moment bezwladnosci i pole przekroju i-tej warstwy.
W przypadku belki swobodnie podpartej o dlugosci [ warunki brzegowe w opisywanym
zagadnieniu beda nastepujace:

W(l)(x = 0) =W ‘.t.’l.‘ = l) =0, V(z)(x = 0) = V(z)(x = l) =0,

Mx=0=32G=D=22x=0="Lx=D=0,

(10)

”

(—0/— —2 (x = )

9x2 3x*

Bzwm

BW(Z)( —0)—3W(2)( =l)=0.
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Przedstawiony uktad réwnan (9) mozna rozwiazaé wykorzystujac metode
elementow skoficzonych (MES) lub, jak to miato miejsce w przypadku przedstawianych
dalej obliczen, metodg réznic skoriczonych (MRS). Podobne rozwazania mozna znalesé
w pracach [7] czy tez [8], gdzie ich autorzy rowniez przedstawiaja modele belkowych
uktadéw dwuwarstwowych.

3. Stanowisko i wyniki badan

Z uwagi na fakt, Zze ostateczne wyniki badan maja umozliwié wyznaczenie
parametrow reologicznych badanych belek, widoczne na rys. 3 sily P przyktadano
z wykorzystaniem zbiornikow z woda, osadzonych swobodnie na belkach, ktére
zapewniajg state w czasie obcigzenie elementu. Warto$é sumaryczna tych sit wynosita
10kN, co stanowi okoto 10% nosnosci doraznej badanych belek. Przy czym na potrzeby
niniejszej pracy rozpatrywano jedynie wyniki otrzymane zaraz po napehieniu
zbiornikéw. Prowadzono roéwnoczesnie badania na czterech belkach swobodnie
podpartych o identycznych rozmiarach.

b J000MM.. . L krzywizna - LVDT #1

i | I
poslizg - LVDT #5 ‘I,P = ‘|,P ]
el T g
I poslizg - LVDT # 4 |IET_:‘*T——W'W.IZM _LVDT#2 J
Ay 7
ugiecie - LVDT #3 .
| 4000 mm

Rys. 3. Schemat stanowiska badawczego
Fig. 3. Scheme of the test stand

(A3l Ea) vz
plyta betonowa  ¢|

(4., 1, E,) zebro drewniane

300 mm

Rys. 4. Przekr6j poprzeczny badanych belek
Fig. 4. Cross-section of the tested beams

Przekréj badanych belek przedstawiono na rys. 4, a potgczenie warstw zrealizowano
przy wykorzystaniu wkretow do drewna SK 8,0x100/60/10. Zmierzono ugiecie

W(1),(pomiar) W §Todku rozpietosci belek, poslizgi miedzywarstwowe SH,(pomiar) Nad podpora
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(49

i w 1/4 rozpigto$ci oraz posrednio krziw zm 051 WaArSTW K(y pomiar W STodku rozpigtoscei.

Otrzymane wyniki z konca etapu obcizzzniz helek zestawiono w tab. 1.

Tabela 1
Zestawienie pomierzonych wielkosci w chwili po zakonczeniu obcigzania belek
Ne | W@womiar) | SHpomiar) 5% pomiar K(1),(pomiar) K(2),(pomiar)
belki (x =2 m) (x =1 r**_: X = : (x =2 m) (x =2 m)
[mm] [mm] [mm] x 1076 [mm_l] x 1076 [mm_l]
1 7,89 0,28 0.36 4,04 3,50
2 8,34 0,29 0.37 4,45 3,95
3 10,08 0,43 0.56 5,04 4,90
4 8,10 0,29 0,35 4,28 2,98

W ramach pomiaréw oszacowano takze modut sprezystosci betonu (ptyty nad
zebrem drewnianym) za pomocg badan ultradzwiekowych, gdzie dynamiczny modut
sprezystosci mozna wyznaczy¢ z zaleznoscei (np. [3]):

(1+v)(1-2v)
Eq = pecy 022, an

gdzie:

pc— gestosé betonu,

¢p — predkos¢ podtuznej fali ultradzwigkowe;,

v — wspoélczynnik Poissona (przyjeto warto$é 0,2).

Natomiast warto§¢ dynamicznego modulu sprezystosci mozna sprowadzi¢ do
statycznego z wykorzystaniem réwnania [4]:

Tabela 2
Zestawienie pomierzonych $rednich predkosci podtuznych fal ultradzwigkowych

i odpowiadajgcych im dynamicznym i statycznym modulom Younga betonu

Nr belki cp [m/s] E4 [GPa] E) [GPa]
1 4167 35,71 29,64
2 3960 32,25 26,77
3 3946 32,02 26,58
4 3940 31,92 26,49

4. Wyznaczanie parametrow modelu

Wyznaczanie parametrow materialowych modelu, tj. Eq), K@ i Kv na podstawie

przeprowadzonych pomiarow, zdecydowano si¢ przeprowadzi¢ w dwdch etapach dzigki
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minimalizacji zaproponowanych funkcji celu. W pierwszym etapie wyznaczono modut
Younga zebra drewnianego Ex) i sztywno$é styku na $cianie Km, natomiast
w drugim sztywno$¢ ztacza w kierunku pionowym Kvy. Podejscie to zwiazane jest
z wykonang wstepnie analiza wrazliwosci modelu, ktéra wykazata, ze w przypadku
typowego zestawu wartosci Eq), E), Kn i Kv zmiennos¢ sztywnosci Ky ma znikomy
wplyw na zmiany funkcji w(i) i Su. Dlatego funkcje celu w pierwszym etapie przyjeto
w formie:

2 2
F(pl.Pz) — (W(l),(pomiar)_W(1)(-"‘=2 m.m.pz)) + (SH,(pomia-r)(X=0)—SH(X=0'P1»Z’2)) k1

W(w).(pomiar) SH,(pomiar) (x=0)

(13)

N (SH,(p,,mi y(r=1m)-Sy(x=1 m.m,pz))z

SH/(pomiar)(x=1m) ’
gdzie:
argminF(p1, p2)=(Eq), Kn),
p1, p2 — zmienne podstawiane odpowiednio w miejsce Eq1y i Kn w réwnaniach (1-10).
Minimalizacj¢ funkcji (13) przeprowadzono wykorzystujac nieliniowg metode
najmniejszych kwadratéw. W tab. 3 zestawione zostaly oszacowane na tej drodze
wartosci poszukiwanych parametréw. Zauwazyé tu mozna, ze otrzymane wartodci

mieszczg si¢ w zakresie, ktéry mozna znalez¢ np. w [5] czy [6].

Tabela 3
Wyznaczone wartosci E(yy i Ky

Nrbelki | Eqyy [GPa]| Ky [(MN/m)/m] | min F(py,p2)[-]
1 8,22 73,28 0,0008
2 7,64 71,20 0,0009
3 7,42 42,21 0,0003
4 8,03 73,30 0,0045

Przy znanych juz wartosciach Eq) i Ku przystapiono do wyznaczania sztywnosci Ky
minimalizujgc nastgpujaca funkcje celu:

2 2
F(p3) = (K(l).(pomiar)_"(l)(X=Z m'Plfpz)) + (K(Z).(Pomiar)_K(Z)(x=2 m:pl'pz)) (14)

K(1),(pomiar) K(2),(pomiar)

gdzie:
argminF(p3)=Kyv,
p3 — zmienna podstawiana w miejsce Kv w rownaniach (1-10).
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Tabela 4
Wvznaczone wartosci Kv

Nrbelki | Ky [(MN/m)/m] min F(p3)[—]
1 35.10 0,0158
2 68,41 0,0060
3 73.29 0,0219
4 79.23 ; 00112

5. Podsumowanie

Jak wspomniano na samym poczatku artykulu, przedstawione powyzej rozwazania
sq jedynie wstepem w pracy badawczej autora do opracowania metodyki pomiarowej
i obliczeniowej w celu identyfikacji parametrow materialowych bardziej
zaawansowanych i blizszych rzeczywistosci modeli reologicznych belek drewniano-
betonowych. Ostatecznie zauwazy¢é mozna, Ze postawienie odpowiedniego
parametrycznego zadania odwrotnego moze pozwoli¢ m.in. na prowadzenie
nieinwazyjnych badan rzeczywistych belkowych konstrukcji  zespolonych.
Np., dokonujgc okresowo tego typu pomiarow, mozna posrednio podda¢ ocenie
ewentualny postep degradacji materiatéw w belkach zespolonych.
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WYZNACZANIE PARAMETROW OKRESLAJACYCH SZTYWNOSC
BELEK DREWNIANO-BETONOWYCH W ZAKRESIE SPREZYSTYM

Streszczenie

Artykut prezentuje matematyczny model zespolonych belek dwuwarstwowych
w zakresie sprezystym oraz sformutowanie w jego przypadku parametrycznego zadania
odwrotnego. W tym celu, korzystajac z nieliniowej metody najmniejszych kwadratow
i MRS, przeprowadzono minimalizacje funkcji celu, w efekcie ktorej oszacowano
podstawowe parametry opisujace sztywno$¢ belek zespolonych. Podstawowym
zalozeniem wykorzystywanym w tym zakresie bylo dopasowanie danych wyjsciowych
z modelu do odpowiadajacych im pomiardw przemieszczen i krzywizn warstw belek.
Rozwazania zilustrowano obliczeniami prowadzonymi przy wykorzystaniu wiasnych
wynikow eksperymentalnych z 4 belek drewniano-betonowych. Otrzymane rezultaty
moga stanowi¢ podstawe do interpretowania pomiar6w diagnostycznych prowadzonych
W sposéb nieinwazyjny na rzeczywistych konstrukcjach zespolonych.

ELASTIC PARAMETERS DETERMINATION
OF WOODEN-CONCRETE BEAMS

Summary

The article presents a mathematical model of composite double-layer beams in the
elastic range and the formulation of a parametric inverse problem in its case. For this
purpose, using the non-linear least squares method and FDM, the objective function was
minimized. As a result, the basic stiffness parameters for the composite beams were
estimated. The basic assumption used in this case was to match the output data from the
model to the corresponding experimental displacements and curvatures of the beam
layers. The considerations are illustrated by calculations using own experimental results
from 4 wooden-concrete beams. The obtained outcomes can be a basis for interpretation
of diagnostic measurements which are curried out in a non-invasive way on real
composite structures.
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